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Uygulamadan Örnekler

Maksimum E³le³tirmeyi Bulma Problemi (Allocation Problem)

Kom³u olan kö³eleri farkl� Renklendirme Problemi (Frequency Assignment
Problem in Networks)

4-renk problemi (Her harita kom³u ülkeler farkl� renk sahibi olacak ³ekilde
dört farkl� renkle boyanabilir.)

Maksimum klik ve büyüklü§ünü bulma (Data mining, informatics)

Maks. ak�³ - Min. kesit problemi (Image segmentation)

Çizge ve hiperçizgeleri minimum say�da parça kullanarak parçalama
(Parallel Computing)

En küçük kapsay�c� set (cover) bulma (computational geometry)
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Mantel teoremi ve ispat�

ex(n,P), P için Turán say�s�: P'yi altçizge olarak bulundurmayan n kö³eli bir
çizgenin sahip olabilece§i maksimum kenar say�s�.

(Mantel, 1907): ex(n,K3) = b n2cd
n
2
e.

G , K3'ü altçizge olarak bulundurmas�n.
V (G) = {1, . . . , n}
di : i kö³esinin derecesi (i 'nin G çizgesindeki kom³u say�s�)∑

i∈V (G)

di = 2|E(G)|

Gözlem 1: di + dj ≤ n, tüm ij ∈ E(G) için∑
ij∈E(G)

(di + dj) ≤ n|E(G)|

i j 
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Mantel'in ex(n,K3) için ispat�

Gözlem 2: Her i için, di tam olarak di defa topland�§� için,

n|E(G)| ≥
∑

ij∈E(G)

(di + dj) =
∑

i∈V (G)

d2

i

Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

< a, b > herhangi iki vektörün içsel çarp�m� ve herhangi bir x vektörünün normu
|x |2:= <x,x> olsun. Bu durumda

< a, b >2≤< a, a >< b, b >= |a|2|b|2.

Örne§in, e§er a = (1, 2, 3) ve b = (3, 0, 4) ise, o zaman

(1 · 3+ 2 · 0+ 3 · 4)2 = 225 ≤ (12 + 22 + 32)(32 + 02 + 42) = 350.

Cauchy-Schwarz e³itsizli§ini (d1, . . . , dn) and (1, . . . , 1) vektörlerine
uygulayarak,

4e(G)2

n
tan�m
=

(
∑

di )
2

n

C-S

≤
∑

i∈V (G)

d2

i

Göz. 2

≤ ne(G)
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Tek say�l� kümelerin çift elemanda kesi³mesi

Teorem (Berlekamp, 1969; Graver, 1975)

Ya³ayanlar�n�n say�s� n olan bir kasaba olsun ve öyle kulüpleri olsun ki:

her kulübün üye say�s� bir tek say� olsun,

her iki kulübün ortak üye say�s� bir çift say� olsun.

Bu durumda maksimum kulüp say�s� n'dir.

n'nin sa§land�§� durum:
Her ki³i bir kulüp olsun, en az n kulüp olur.

Üst s�n�r:

Kulüpler {A1, . . . ,Am} olarak m tek üyeli kulüp olsun ve her i , j için
|Ai ∩ Aj | çift bir say� olsun.
m en fazla kaç olabilir?

Her X kulübü için karakteristik vektör x = (x1, . . . , xn) tan�ml� olsun:

xi =

{
0 if i /∈ X

1 if i ∈ X .
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Tek say�l� kümelerin çift elemanda kesi³mesi

Üst s�n�r (devam):

{a1, . . . , am}, A1, . . . ,Am setlerinin karakteristik vektörleri olsun ve bu
vektörleri Z2 cismi üzerinde tan�ml�V = Zn

2 vektör uzay�n�n
elemanlar� olarak dü³ünelim.

Gözlem: Her i ve j için, < ai , aj >= 0 ve her ai vektörünün tek say�da
hanesi 1'e e³it.

Sonuç: {a1, . . . , am} vektörleri lineer ba§�ms�z bir kümedir.

Aksi halde, ai =
∑

j∈J aj herhangi bir ai ve J için do§ru ise,

1 ≡< ai , ai >≡

〈
ai ,
∑
j∈J

aj

〉
≡
∑
j∈J

< ai , aj > ≡
∑
j∈J

0 ≡ 0

m ≤ n
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ex(n,C2k)'nin alt s�n�r� için rastgele in³a

Theorem: For any k ≥ 2, there exists a constant c such that

ex(n,C2k) ≥ cn2−
2k−2

2k−1 = cn1+
1

2k−1 .

�spat: Rastgele çizgedeki her kenar p olas�l�§�yla seçilsinp = 1

2
n−

2k−2

2k−1 .

C2k döngülerinin beklentisi p2k
(

n
2k

)
≤ p2kn2k .

Demektir ki,
e§er J, C2k 'leri sayan rastgele de§i³ken ise, o zaman E(J) ≤ p2kn2k .

Beklenen kenar say�s� p
(
n
2

)
≥ 1

4
pn2.

Demektir ki,
e§er I , kenarlar� sayan rastgele de§i³ken ise, o zaman E(I ) ≥ 1

4
pn2.

E(I − J) = E(I )− E(J) ≥ 1
4
pn2 − p2kn2k ≥ 1

8
pn2 =

1
16

n2−
2k−2

2k−1 .

Bu sebeple, öyle bir G çizgesi vard�r ki, I − J ≥ 1

16
n2−

2k−2

2k−1 durumunu sa§lar.
(bu G 'deki C2k her kopyas�ndan bir kenar silerek, en az I − J kenarl� ve C2k

içermeyen bir altçizge yaratmak mümkün.)
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ex(n,K2,2)'nin alt s�n�r� için in³as�

Teorem (Erd®s, Rényi, Sós): ex(n,K2,2) ≥ 1

2
n3/2 + O(n).

�n³a:
p, asal say�; n = p2 − 1
G çizgesini öyle tan�mlayal�m ki

V (G) := Zp × Zp \ {0, 0}
ve

E(G) = {(x , y), (a, b) : ax + by = 1}.
kenar kümesinde görülen kenar özellikleri:
- x = 0 ise, b için tek ve s�f�r olmayan bir çözüm vardir, a her say� olabilir
- y = 0 ise, a için tek ve s�f�r olmayan bir çözüm vardir, b her say� olabilir
- aksi halde, herhangi bir b say�s� için, a'n�n tek de§eri vardir: a = x−1(1− by).
Yukar�daki özelliklerden dolay� (x , y)'nin en az p − 1 kom³usu vard�r ve

e(G) =
1
2

∑
(x,y)∈V (G)

d((x , y)) ≥ 1
2

n(p − 1) ≈ 1
2
n3/2.
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Yukar�daki özelliklerden dolay� (x , y)'nin en az p − 1 kom³usu vard�r ve

e(G) =
1
2

∑
(x,y)∈V (G)

d((x , y)) ≥ 1
2

n(p − 1) ≈ 1
2
n3/2.

Lale Özkahya Ekstremal Çizge kuram�ndan Problemler



ex(n,K2,2)'nin alt s�n�r� için in³a (devam)

Bu in³adaki G çizgesinde K2,2 yoktur: Diyelim ki (a, b), (u, v), (a′, b′), (u′, v ′)
kö³eleriyle bir K2,2 altçizgesi olsun.

G 'deki kom³uluk ili³kilerinin tan�m�ndan dolay� , e§er (u, v) ile (u′, v ′)'nin
(x , y) = (a, b) ve (x , y) = (a′, b′) olarak iki farkl� kom³usu varsa a³a§�daki
sistemi sa§l�yor:

ux + vy = 1 ve u′x + v ′y = 1

Ama iki ayr� do§ru iki farkl� noktada kesi³emez,
K2,2 olamaz G 'de!!!

Lale Özkahya Ekstremal Çizge kuram�ndan Problemler



ex(n,K2,2)'nin alt s�n�r� için in³a (devam)

Bu in³adaki G çizgesinde K2,2 yoktur: Diyelim ki (a, b), (u, v), (a′, b′), (u′, v ′)
kö³eleriyle bir K2,2 altçizgesi olsun.

G 'deki kom³uluk ili³kilerinin tan�m�ndan dolay� , e§er (u, v) ile (u′, v ′)'nin
(x , y) = (a, b) ve (x , y) = (a′, b′) olarak iki farkl� kom³usu varsa a³a§�daki
sistemi sa§l�yor:

ux + vy = 1 ve u′x + v ′y = 1

Ama iki ayr� do§ru iki farkl� noktada kesi³emez,
K2,2 olamaz G 'de!!!

Lale Özkahya Ekstremal Çizge kuram�ndan Problemler



ex(n,K3,3)'nin alt s�n�r� için in³as�

Teorem (Brown): ex(n,K3,3) ≥ c ′n5/3.

�n³a (k�sa olarak):
p ≡ 3 (mod 4), asal; n = p3

G çizgesinin öyle tan�mlayal�m ki

V (G) := Z3

p

ve

E(G) = {(x , y , z), (a, b, c) : (a− x)2 + (b − y)2 + (c − z)2 = 1}.

kenar kümesinde görülen kenar özelliklerinden dolay� (x , y , z)'nin en az c ′′p2

(c ′′ sabit) kom³usu vard�r ve

e(G) =
1
2

∑
(x,y)∈V (G)

d((x , y)) ≥ 1
2

c ′′np2 ≈ c ′n5/3.
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ex(n,K3,3)'nin alt s�n�r� için in³as� (devam)

Diyelim ki kom³u olmayanlar arasinda (u, v ,w), (u′, v ′,w ′), (u′′, v ′′,w ′′)
kö³eleriyle bir K3,3 altçizgesi olsun.

Hat�rlayacak olursak,

E(G) = {(x , y , z), (a, b, c) : (a− x)2 + (b − y)2 + (c − z)2 = 1}.

G 'deki kom³uluk ili³kilerinin tan�m�ndan dolay� , e§er yukar�dakilerin
(x , y , z) = (a, b, c), (x , y , z) = (a′, b′, c ′) ve (x , y , z) = (a′′, b′′, c ′′) olarak üç
farkl� kom³usu varsa a³a§�daki sistemi sa§l�yor:

(u − x)2 + (v − y)2 + (w − z)2 = 1

(u′ − x)2 + (v ′ − y)2 + (w ′ − z)2 = 1

(u′′ − x)2 + (v ′′ − y)2 + (w ′′ − z)2 = 1

Ama üç ayr� küre (yuzeyleri) en fazla iki noktada kesi³ir,
K3,3 olamaz G 'de!!!
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Turán's teoreminin olas�l�ksal bir ispat�

Teorem (Turán, 1941)

r ≥ 3 için, ex(n,Kr ) = tr−1(n) =
(
1− 1

r−1

) (
n
2

)
+ O(n).

G : Kö³e kümesi V = {1, . . . , n} olan bir rastgele çizge olsun.
d(v): v 'nin derecesi
ω(G), klik say�s�: G 'deki maksimum kli§in kö³e say�s�.

�ddia: ω(G) ≥
n∑

i=1

1
n − d(i)

.

�spat:
π := v1, . . . , vn, V 'nin rastgele bir permütasyonu olsun.
Cπ := {vi : vivj ∈ E(G) her j < i için}, Cπ, G 'de bir klik olu³turur
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Bir v kö³esi için, v ∈ Cπ'nin olas�l�§�

X := |Cπ|

Xv =

{
1 e§er v ∈ Cπ

0 e§er v /∈ Cπ

X =
∑n

i=1 Xi

Pr(v, tüm kom³usu olmayanlar�n solunda) =
1

n − d(v)

∴ |Cπ| ≥ E(|Cπ|) = E(X ) =
n∑

i=1

1
n − d(v)

�
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�spat�n sonu

Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

< a, b > herhangi iki vektörün içsel çarp�m� ve herhangi bir x vektörünün normu
|x |2:= <x,x> olsun. Bu durumda

< a, b >2≤< a, a >< b, b >= |a|2|b|2.

Örne§in, e§er a = (1, 2, 3) ve b = (3, 0, 4) ise, o zaman

(1 · 3+ 2 · 0+ 3 · 4)2 = 225 ≤ (12 + 22 + 32)(32 + 02 + 42) = 350.

ai=
√

n − d(i), bi= 1√
n−d(i)

, i = 1, 2, . . . , n.

∴ n2 ≤ (
n∑

i=1

(n − d(i)))(
n∑

i=1

1
n − d(i)

) ≤ (
n∑

i=1

(n− d(i)))ω(G).

ω(G) ≤ r − 1 varsay�m�yla ve
∑n

i=1 d(i) = 2|E(G)| dolay�s�yla,

n2 ≤ (n2 − 2|E(G)|)(r − 1)

Lale Özkahya Ekstremal Çizge kuram�ndan Problemler
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Jensen e³itsizli§i

Bir konvex φ fonksiyonu ve tan�m kümesindeki x1, . . . , xn say�lar� için, pozitif ai
a§�rl�klar�yla a³a§�daki do§rudur.

φ

(∑
aixi∑
aj

)
≤
∑

aiφ(xi )∑
aj

Uygulamalar�ndan bir örnek: K2,2 /∈ G ise e(G) ≤ cn3/2 bir c sabit say�s� için.
�spat: ai = 1 her i için, φ(x) =

(
x
2

)
ve xi = d(vi ) olsun.

1
2
(
2e
n
)2 ≈

(∑i=n
i=1 d(vi )

n

2

)
(Jensen)

≤
∑i=n

i=1

(
d(vi )
2

)
n

(resim)

≤
(
n
2

)
n
≈ n2

2n

vi 
vj 
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